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Aufgabe 1 (Gauss-Krümmung einer winkeltreuen Fläche) (4 Punkte)
Die erste Fundamentalformg einerC3-regulären FlächeF : U ⊂ �2 → �3 habe die Gestalt

g(q) = e2 f (q)

(

1 0
0 1

)

für eine Funktionf : U → �. Berechnen Sie alle Christoffelsymbole und

zeigen Sie, dass die Gauss-Krümmung gegeben ist durchK = −e−2 f
(

∂2
11 f + ∂2

22 f
)

.

Aufgabe 2 (Rechenregeln für∇dt) (4 Punkte)
Sei F ∈ C2(U,�3) eine reguläre Fläche. Zeigen Sie, dass für die kovariante Ableitung längs
einer Kurveγ ∈ C1(I ,U) die folgenden Rechenregeln gelten:

(i)
∇(λξ + µη)

dt
= λ
∇ξ

dt
+ µ
∇η

dt
für λ, µ ∈ �.

(ii )
∇(ϕξ)

dt
= ϕ
∇ξ

dt
+ ϕ′ξ für ϕ ∈ C1(I ).

(iii )
d
dt

g(ξ, η) = g
(∇ξ

dt
, η

)

+ g
(

ξ,
∇η

dt

)

.

Aufgabe 3 (Satz von Clairaut) (4 Punkte)
SeiF : U → �3 eineC2-reguläre Rotationsfläche mit zugehöriger ersten Fundamentalform g,
d.h.

F(t, θ) =
(

r(t) cosθ, r(t) sinθ, h(t)
)

.

Seiγ ∈ C2(I ,U) eine Geodätische bzgl.g. Bezeichne mitβ(s) ∈ [0, π] den Winkel, mit dem die
Kurve (F ◦ γ)(s) den Breitenkreis in Höhe (h◦ γ)(s) mit Radius (r ◦ γ)(s) schneidet. Zeigen Sie,
dass (r ◦ γ)(s) cosβ(s) konstant ist.

Aufgabe 4 (Geodäten auf Kegeln) (4 Punkte)
Sei c ∈ C2(�, �2) eine reguläre, einfach geschlossene, nach der Bogenlängeparametrisierte
Kurve mit PeriodeL < 2π und F : �2 → �3 die Kegelfläche gegeben durchF(reiθ) = rc(θ)
(vergleiche Aufgabe 2, Serie 5). Zeigen Sie:

(i) Ist p ∈ �3 \ {0} ein Punkt auf der Kegelfläche, so ist die kürzeste Verbindungauf der
Fläche vonp zum Nullpunkt die gerade Strecke vonp zum Nullpunkt.

(ii) Sind p, q ∈ �3 \ {0} zwei Punkte auf der Kegelfläche, so geht die kürzeste Verbindung auf
der Fläche vonp nachq nicht durch den Nullpunkt.
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